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1? Questao (3 pontos)
Originalmente o conjunto rigido formado por um eixo e
dois discos (sem as hastes) mostrado na figura tem massa

w z
total 6m, seu centro de massa encontra-se em c P 4
x5=0;y5=0;2;=2L | e gira em torno do eixo z com o m /N
velocidade angular constante w. O eixo de comprimento <

R
3L é apoiado na articulacdo A e no anel B. O disco em A -
tem raio R e o disco em B tem raio 2R. Ao conjunto AN i
foram adicionadas uma haste C de comprimento L e I
massa m e outra haste D de comprimento 2L e massa m , i I
ambas alinhadas com o eixo x e nas posicoes mostradas :

na figura. Considerando o sistema de coordenadas Axyz i
solidario ao corpo, pede-se:

a) determinar a posicao do baricentro do conjunto com as hastes; (0,5)

A massa total m! é 8m. Da definicao de baricentro,
8m(G — O) = 6m(2Lk) + m1(L/2i + LK) + ma(—Li + 2Lk)

e portanto,

b) calcular os produtos de inércia; (1,0)

Os produtos de inércia J,, € J, sao nulos. J& o produto de inércia J,, nao
sera nulo,

Sz = E M;Ti%

que para um corpo continuo,

que resulta,
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c) a localizacao e os valores de duas massas compensadoras m; > 0 e mo > (0 a serem fixadas nas
bordas dos discos A e B, respectivamente, para balancear o conjunto. (1.5)

A localizagao das massas deve obedecer os critérios X5 =0, Y, =0, J:, =0
e J;jz = 0, onde o superescrito significa total, ou seja, incluindo as massas m; e
mso.

Da definicao de baricentro,

(m1+mo +8m)(Gt —0) = 8mL (I—Gl;—i— %E)

que, na direcao i, implica,
R(2my —mq) = —.
Do critério J!, = 0 decorre,

Jpz = Joz +mi(=R)(0) +ma(2R)(3L)
que resulta,

mL

" =UR

que, ao ser introduzida na equacgao do baricentro, produz

m1:0

2% Questao (4 pontos) r
Considere um disco de centro A, raio r e massa m e
um disco com centro B, raio 2r e massa M. Eles sdo
sustentados pelos mancais C e D, respectivamente,
conforme a figura. O mancal C permite apenas D |12

2r
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rotacdo na direcdao Ax. O mancal D permite apenas rotacao na direcio By. O disco A gira com
velocidade angular de médulo constante w; em relacdo ao disco de centro B, e o disco B gira com

velocidade angular constante , em relacdo a um referencial inercial, suporte do mancal D. Dadas as
dimensdes da figura pede-se, expressando os valores em relacdo ao sistema de coordenadas Axyz,
solidario ao disco de centro B :

(a) a aceleracdo do ponto A, velocidade angular e aceleragao angular do disco de centro A; (0.5)

A aceleracao do ponto A pode ser obtida por derivacao do vetor posicao e
resulta

aq = —2rwai

O vetor de rotagao do ponto A pode ser obtido por composicao de movimen-
tos,

WA = W11+ Waj
e o vetor aceleracao angular pode ser obtido por derivacao

WA = —wiwak

(b) o momento da quantidade de movimento do disco A em relagdo ao seu baricentro;
(0.5)

O momento da quantidade de movimento angular do disco A é
Hy = [ijk)Jaw]

que de forma detalhada é

Esta expressao resulta,

mR2 —,»_{_ mR2 -
w1l w
5 1 4 2]

Hiy—

(c) as reacoes vinculares no mancal C, incluindo binarios reativos; (1.0)
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Do Teorema do Movimento do Baricentro,

majy = Ayl + Ayj + Ak —mgj
e decorre,

2
Ay = —2rmwj

A, =mg

Do Teorema do Momento Angular,

- - = d mR2 - mR2 -,
Myt + Myj + M.k = — w1l + waj)
dt 4
resulta M, =0, M, =0e
RQ
Mz = —m2 W12

(d) o momento da quantidade de movimento do disco B em relagdo ao seu baricentro, desprezando
a inércia do mancal C; (0.5)

O momento da quantidade de movimento angular do disco B é
Hp = [ijk)Jp[w]

que de forma detalhada é

) [J 00 0
Hp=1[ijkl| 0 I 0 M,
0 0 I 0

onde I = mdr?/4 e J = mdr?/2. Resulta,

H, B =2rM CUQ.;



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Departamento de Engenharia Mecénica

(e) o diagrama de corpo livre (forcas e momentos) do disco com centro B; (0,5)

2
mg mRolo?
VY @ 2

1
A 2t

(f) as reagdes vinculares no mancal D. (1.0)

A partir do Teorema do Momento Angular podemos determinar os binarios
vinculares no mancal D,

D7 D mr? 2. 2\ L _@
M7+ | M, —2rmg+Tw1w2—2r mwsy | k=0
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na direcao 1,

e na direcao k

m
MP = 2rmg — 5 wiw2 + 2r¥mws

3 Questao (3 pontos) - Baseada no EMSC#1

No sistema mostrado na figura ao lado, a barra ABC tem diametro desprezivel e os trechos AB e
BC tém massa m e comprimento L. Ao longo da barra BD, de
massa desprezivel, pode-se fixar a posicdo P de uma particula Z
de massa concentrada de valor 2m, definida pelo angulo @
constante e pela distancia a ao ponto B. O sistema pode girar

em torno do eixo z com vetor de rotacao fj;: ¢ k e pode sofrer

a acdo de um momento externo Mac=(TO—C(I})E . Na

solucdo do EMSC 1, solicitou-se considerar o sistema de
coordenadas Bxyz, solidario a barra ABC. Considerando a
solucdo dos itens em cada uma das partes do exercicio, pede-
se:
(a) Escreva a equacao diferencial de movimento para o grau de
liberdade , ¢ ou seja, ¢ = ¢ (t). Indique qual foi o teorema usado na obtencdo da equagdo, bem
como em qual diregéo (x, y ou z) a equagdo vetorial foi projetada para originar b =9 (.
(b) Considerando as simulacdes com condicdes iniciais ¢ (0)=0 e ¢ (0)=—8 rad/s, esboce um grafico
da variacdo da reacao Y, (paralela a y no ponto A) ao longo dos 10 segundos de simulagao.
(c) Para as condigdes do item anterior, descreva como seria a variagdo temporal das reagoes vinculares
caso estivessem expressas em relacdo a sistema de coordenadas solidario ao referencial fixo.

(d) Esboce o grafico da variagdo das reagdes vinculares no ponto A para as simulagdes feitas na

Parte 4 do exercicio, ou seja, T,=0; C=0e ¢(0) variando entre 0.5 e 4 rad/s.

Resolucao da 3* questao:

(a) O Teorema do Momento Angular TMA para o problema do EMSC #1 pode ser equacionado na forma
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-
-

Slraliad) +nlc-8)oa, =n,

a,=0 o [ fad=-J,0i-J,pj+I ¢k

Fazendo-se a derivada em relagdo ao tempo e substituindo os termos referentes a M , , tem-se:

ETJXZ¢+JyZ¢Z :—ngl+2mgacost9—YAL
. .
J,6-J,0°=X,L
z¢ :MAC :To _C¢

0,5

A equacdo diferencial de movimento #= @ (t) é J,¢ =T, —C¢ e foi obtida pela projecio do
2
TMA na direcio z. Pelos calculos, J, = "~ +2ma® cos® @

0,5

(b) Grafico da variagdo de Y em fungdo do tempo:

Variacédo de YA em funcéo do tempo

0,5

u] 1 2 3 B 5 =1 7 ] g 0

Tempo (s)

(c) A variacdo temporal das reagGes vinculares, caso estivessem expressas em relacdo a sistema de
coordenadas solidario ao referencial fig5 dada pela projecdo das reagdes expressas no
sistema de coordenadas solidario ao corp. ....e o sistema de coordenadas fixo. Em fun¢do da
rotacdo do corpo, definida pela variacdo do angulo ¢, a variacdo das reacGes expressas no
sistema fixo se daria de forma senoidal.
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(d) Grafico das variacdes de X e Yaquando #(0) é variado entre 0.5 e 4 rad/s:

4
3 L XA_O’S /
5 | —m=YA 05 /
% ~
<
<0 —e ~- o
-1
2
0 1 2 3 4
¢ Ponto (rad/s)

4? Questao (1.0 ponto)

Considere dois corpos de revolucdo em movimento livre de forcas externas, exceto as de origem
gravitacional, conforme esquematizado nas duas figuras abaixo. Nelas sdo mostrados os cones ‘fixo’ e ‘do
corpo’ (ou ‘base’ e ‘rolante’). Os eixos (Gz) e (GZ) sao orientados pelos versores k e K. Nas duas
situagdes, os angulos formados entre o eixo de precessio e o de rotacdo propria sdo inferiores a 77/2.
Sejam: J;; i=12 os momentos centrais de inércia em torno dos respectivos eixos de revolucao (Gz) e
I;; i1=12 os dois outros momentos centrais de inércia, em torno dos respectivos eixos (Gx) ou (Gy). Sejam,
também, Hg; i=12 os respectivos vetores de momento angular, medidos em relacdo aos

correspondentes centros de massa. Considere que a precessdo seja estacionaria, com @,; =12 e

w.;; 1=12 as respectivas taxas de precessido e de rotacdo propria, de tal sorte que vale a equacdo de

equilibrio L(Ji —I)w,. cos6, +JiwriJwPi sen6; =0; =12, Ktz Btz

Justificando suas respostas, pede-se, para os dois
casos estudados:

(a) O que se pode afirmar acerca da variagao
temporal dos vetores de momento angular?

(b) Indicar, graficamente, os respectivos vetores de
rotacao e suas decomposicoes nos eixos (Gz) e (GZ).
© Classificar, a rotacdo prépria como direta ou
retrograda com respeito a precessao.

(Corpo 1: J, > I) (Corpo 2: J, < Ip)
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Resolucdo da 4° questao:
(1.0)

(a) O que se pode afirmar acerca da variacdo temporal dos vetores de momento angular?

R: Os dois corpos executam movimentos livres de forgas, com eventual excecdo de forcas de
natureza gravitacional. Desta forma o momento das forcas calculado em relacdo ao respectivo
centro de massa é nulo. Assim, do ‘“Teorema do Momento Angular’ pode-se afirmar que os
respectivos vetores de ‘Momento Angular’, Hg;; i=12, sjo invariantes. Ou seja o ‘Momento

Angular’ é conservado.

(b) Indicar, graficamente, os respectivos vetores de rotagdo e suas decomposi¢des nos eixos (Gz) e (GZ).

R: Os respectivos vetores de rotagdo, Q; =&,k +w, K=-w, senfi + (@, +w, cos)k; i =12 estdo
indicados abaixo, com suas correspondentes decomposicdes. Notar que o vetor de rotagao tem a
direcdo instantanea coincidente com a da ‘aresta de contato’ entre o ‘cone espacial’ e o ‘cone do
corpo’. Ou seja, em precessdo estacionaria livre, pode-se imaginar o movimento do corpo como
aquele decorrente da rotagdo, sem escorregamento, do cone do corpo sobre a superficie do cone
fixo. O ‘cone do corpo’ é o lugar geométrico do vetor de rotagao visto do referencial do corpo,
enquanto que o ‘cone espacial’ é o lugar geométrico do vetor de rotacdo visto do referencial
“fixo”.

(Corpo 1: J; > Ih) (Corpo 2: J, < Ib)
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(c) Classificar, a rotagdo propria como direta ou retrégrada com respeito a precessao.

R: Da equacgdo de equilibrio, \(J; = 1)), cos 6, + J;3, e, sen6, =0 ¢ imediato verificar, para
_ . __Ui-1)
w,, senb, 20 que (J; ~I)w, cosb, +J,; =0 QOu seja, @ —‘%wpi cos6 . Em ambos 0s casos
1
0<6, <7m/2, de tal forma que 0<cos6, <1, No caso do corpo 1 (‘oblato’), J; >I;. Ou seja, as taxas de
precessao e rotacao propria tém sinais opostos e a rotacao propria €, portanto, dita ‘retrograda’
com respeito a precessao. O contrario ocorre no caso do corpo 2 (‘prolato’) e a rotagdo prépria é

denominada ‘direta’. Os diagramas do item (b) permitem visualizar tais assertivas.



