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Vocé me pergunta o que € integral. Eu te respondo: é uma area! =)

Estas sdo coisas que nunca esquecemos: o dia do nosso aniversario, nosso filme
favorito e as propriedades das integrais!

f P de=— f Fdx f feaax=0

a b

J; EJf (x) dx + fb cf{x) dx = f:f(x) dx f b[f(x) + g(x)]dx = J bf(x) dx + Jjg(xj dx

b fbc-f(x)dx=c -fbf(x)dx,

f cdx=c(b—a), ¢ constante a o

a

C constante

b b
Se f(x) = g(x) paraa < x < b, entéo f f(x)dx = f g(x)dx

Integral definida tem
limites de integragéo.

Integral indefinida
néo tem.

j.f(x)dx

fbf(x)dx

Hora do Bizu:
A Integral DEFINIDA da um valor como resultado;
a Integral INDEFINIDA da uma funcao.

NN~ NN~~~

NAAAAAAAAO esquece da constante de integracao na INDEFINIDA, hein!!
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Que bom que alguém resolveu montar essa tabelinha de primitivas pra vocé, né?
Afinal, elas sempre aparecem!

As mais comuns
xn+l
fkdx=kx+€ fx“dx= +C (n=+-1)
n+1
1 a®
f—dx=1n|x|+C fe-*dx=ex+c jaxdx= +C
x Ina
Trigonomeétricas
fsenxdx=—c05x+c fcosxdx:senx+c fseczxdx=tgx+c
fcosseczx dx = —cotgx + C fsecx-tgxdx=secx+c fcossecx-cotgxdx=—cossecx+C
fld—t’+C Jld—- +C
3 X =arctgx Nepwe X = arcsenx

O T.F.C. é meio assim...

A parte 1 diz que a derivada da integral da funcdo recupera a propria funcao.
A parte 2 diz que integral da derivada da funcdo recupera a fungdo também.
Mas cadé os detalhes, entao?

Parte 1 Parte 2
v Pelo menos um dos limites de
integracédo € uma func¢do de uma ¥"  Comecgamos com uma integral definida.
varidvel diferente daquela na qual v Fl(x) = f(x).
integramos. v" [ é continua no intervalo de integracdo.
v f é continua no intervalo de integracio.

Formulas

g(x) ' b

[ rwa) = rg@)e@ [ Feaax=ro) - F@

i
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e Simplifica a visualizagao: chegamos a uma integral conhecida.

e Use quando vocé conseguir dividir o que esta sendo integrado em duas partes:
uma fungao (u) vezes a derivada dessa fungao (du).

e Mudanca de variaveis (para integrais definidas, muda-se os limites de
integracao).

A forma como resolver esta abaixo. Parece até um poema romantico, nao?

Integral por Substituicio

Integral Indefinida Integral Definida

g g'(x)dx = w)du f (g(x))g’(x)dx *j. v (wdu
flg))g’ f f

f ( ( )) (x) ff( ) @

* u = g(x) é diferenciavel

+ Aimagem de u é um intervalo [
+ f écontinuaem!

= g'é continua em [a, b]
* f écontinua na variacao de u

f6x2\/x3 + 1dx

Fazemos [ 2.vVx3 + 1.3x? dx e definimos u = x* + 1, de modo que du = 3x%du.

3

. 3
Substituindo: [ 2.Vx® + 1.3x%dx = [2.uzdu= 2.5+ C = gx/ﬁ +C
2

Voltando DE u para x: :vu® + € =3/ + 1)? +C.
Ok, e se fosse fol 6x2Vx3 + 1dx ?

Resolve tudo e substitui os limites Resolve em funcao de u e muda
no final: os limites:
_ .3 (x=0-u=1
u=x>+1: {x=1—>u=2

fol 6x2Vx3 + 1dx ou
4 1
=2/ + 13}

=2V8-2=22V2-1)

1
f01 6x2Vx3 + 1dx = fol 2uz dx
2 2
_§m|1
=2V8-2=22v2-1)

3
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fu(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — f v()u'(x) dx

Como escolher 0 u(x)? — Seguir a ordem das letras na palavra LIATE.

L— Logaritmica (In x)
I- Inversa trigonométrica (arcsen x,arctgx, ...)
A— Algébrica (ou polinomial) (x™)
T- Trigonométrica (senx, cosx, secx, ...)
E— Exponencial (e*)

Ou seja, apareceu multiplicagdo entre uma funcado logaritmica e uma exponencial,
tente primeiro fazer a logaritmica = u(x). O termo do v'(x) € o que sobra.

Ex: [ x.sen(x) dx

Opa, pintou uma funcao polinomial (algébrica) e uma trigonométrica! Entdo
escolhemos a polinomial primeiro: u(x) = x. E sobrou o qué? v’'(x) = sen(x), viu?

Lembre-se que u(x) = x - u'(x) =1 e v'(x) =sen(x) - v(x) = —cos(x).
Entdo fica: | x.sen(x) dx = [u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — [ v(x)u'(x) dx.

Substituindo: [ x.sen(x) dx = x. (— cos(x)) — [ (- cos(x)). (1)dx
= —x.cos(x) + [ cos(x)dx
= —x.cos(x) + sen(x) + C

Paaaaaaara tudo! E se fosse Integral Definida? Bom, era so carregar os limites de
integragao...

Ex: fonx.sen(x) dx = —x.cos(x) + sen(x)|j

= [—m. cos(m) + sen(m)]— [0.cos(0) + sen(0)]
=7
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A dica é usar as relagOes trigonométricas listadas aqui para chegar a uma integral que

a gente consiga executar:

sen’ 8 +cos’8 =1

1+tg?8 =sec’d

1 + cotg® 8 = cossec® 8

sen(x * y) =senx-cosytseny-cosx

cos(x +y) =cosx-cosy Fsenx-seny

tgexttgy

+ =
B+ y) 1+tgx -tgy

sen(2x) = 2senx-cosx

cos(2x) = cos®x —sen*x =2cos?x—1=1—2sen’x

1+ cos2x
2

cos?x =

1—cos2x

2.,
sen‘ x =
2

1
senx-cosy = [sen(x + ) + sen(x — y)]

1
cosx-cosy =—[cos(x + v) + cos(x — y)
y=3l y y

1
senx-seny = 3 [cos(x — y) — cos(x + V)]

Tipo assim... o cara pediu a integral do sen?(x). Nao sabemos isso, mas sabemos que

cos(2x) = 1 — 2sen?(x). Viu, ali na tabela?

Ent3o fica facil: sen?(x) = 1_%5(2’6) Logo:

[ sen?(x)dx = [ 170820 1y = %f dx —%f cos(2x)dx = g

2

sen(2x)
4

+C.

Esse método € btimo para resolver as integrais com quocientes de polindbmios em que
algum termo seja similar a (x? + a?) ou (a? — x?) elevado a algum expoente.

Também vale se o termo estiver dentro da raiz (como é em 90% dos casos).
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Esse método é complicadinho, mas tem um passo a passo. Se liga no passo a passo

fm

x2

com o exemplo:
dx

Identificar o caso da substituicao trigonométrica de acordo com o
quadro abaixo e quem é o a.

Expressao Substituigao

n m
aZ — x2 X = a.senf, com —35823
w w
Ja® + x2 x=a.tg€,com—;59£;
o
2 — q? x=a,sec9,com0£9£E

oun =6 = 3;

Bem, como temos V4 — x2 —» a = 2 e temos que olhar para 0 1° caso na tabela.

Aplicar a substituicao recomendada e calcular dx
T T
= 2. ——<6<-
x senf, 5= 6 < >

dx = 2cos6db

Substituir na integral dada

V4 — x2dx VA - 4sen?6.2 cos 0 do V41— sen20).2 cos 0 do 3

x? 4sen?0 4sen?0
V4cos20.2cos0df 2|cosB|.2cosBdO
- 4sen?0 - 4sen?0
Mas no intervalo [—gg], 0 cosseno é sempre positivo. Por isso, |cos(68)| = cos(6).
4cos? 6 5
Ason?0 df = cotg“6do

Resolver a integral na variavel 9
fcotgzedé? = f(cosseczé? —1)df = —cotgh — 0 + C

(Usamos a identidade trigonométrica cossec?6 = 1 + cotg?0)
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Usar o triangulo retangulo para converter o 9 na variavel inicial

Vamos imaginar um pouco agora... se x = 2sen(6),
vamos desenhar um triangulo que tem um angulo 6
cujo seno valha x/2, conforme a equagao.
Percebeu? O outro cateto da para achar usando

Teorema de Pitdgoras: V4 — x2.

Agora, pela figura, cadé a cotg(6)?

1 Va—x2
tg(9) "
E, naturalmente, se x = 2sen(d), o que se ha de dizer sobre 8? Bem, 6 = arcsen (g)
Va—xZ

cotg(9) =

Substituindo finalmente os valores: —cotg(6) — 6 + C = —

— arcsen G) +C.

Deu trabalho, eu sei. Mas tudo que vocé precisa esta aqui nesse resumao! =)

Hora da “magica”: transformar uma fragao de polindmios em duas ou mais fracoes.

Por qué? Porque ndo da ou é dificil de integrar a fracdo original.
Como? Usando um método de abertura dos termos.

E 0 que eu preciso? Que o grau do numerador seja MENOF que o do denominador.

Algum conhecimento prévio? Bem, vale lembrar alguns métodos de divisao
polinomial:

Caso 1: denominador é produto de termos de grau 1 distintos
3x A B

(x+1)(x—1)=x+1+x—1
5x _ 5x s 4 B
x2+4x+3 (x+1Dx+3) x+1 x+3

Caso 2: denominador é produto de alguns termos de grau 1 repetidos

x? _ A B C
GFr1? Gt GrDZ xrip

3x—7 _A+B+C+ D 4 E 4 F
x3(x—-52x+1) x x2 x3 (x—-5) (x—-52 (x+1)
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Caso 3: denominador possui termos de grau 2 irredutiveis

4x + 13 _ Ax+B +Cx+D
(2 +x+1DE2+1) x2+x+1) (x24+1)
121x% —7x + 3 _A B Cx+D Ex+F Gx+H I

=—+—=+ + + +
x2(x2+13)3(7—-x) x x? (x?+4+13) (x?+13)2 (x2+13)3 7-—x

Agora, amigo, € so juntar todos os termos do lado direito e resolver o sistema pelas
igualdades geradas.

Dai, vocé achara as variaveis (4, B, etc). Depois, é so integrar as fragdes
individualmente! ;)

E hora de pensar no infinito...
E isso pode surgir de duas formas:

OO

funcao a ser integrada
+ oo oU —oo

} }

@sparamos em dois intervalos na I é so substitui-lo e calcular o limite:

descontinuidade: 0 t
b ¢ b f f(x)dx = gLr?oj f(x)dx
ff(x)dx: Jf(x)dx+ff(x)dx a a

descontinuidade no intervalo da pelo menos um 'd(?s limites .de
ou integracdo é infinito, ou seja,

b t b
ia F@) dx = lim [ FG) dx+ lim ft )
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Em alguns casos, teremos que analisar a convergéncia de uma integral. Para isso,
basta usar o Teorema de Comparagao:

Se f(x) = g(x) no intervalo analisado, entao:
e se fa°° f(x) dx é convergente, entao fa°° g(x) dx sera convergente também;

e se[”g(x)dx é divergente, entdo [~ f(x) dx seré divergente também.

Areas: todo o propdsito da integral.

Imaginando um intervalo [a, b] para o qual f(x) seja maior que g(x) em todo

intervalo, teriamos a area dessa forma:
b

A= f F) — g(o)] dx

a

N f)

Fique atento: se aparecer algo do tipo 4 = [ f(y)dy, a funcdo é do tipo x = f(y) e a
area calculada é entre a curva e o eixo y!!!
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Calculamos o volume por dois métodos:
Suas férmulas seriam, pensando que giram em torno ou de um y = L paralelo a x ou
de um eixo x = L paralelo ao y.

1. segﬁes transversais: usado quando giramos a f(x) em torno de X
b
V= f m[f(x) — L)% dx
a
2. cascas cilindricas: quando f(x) é girada em torno do eixo y

b
4 =f 2n(x — L) f(x)dx

Hora do Bizu:

Pode ser necessario calcular diferenca de
volumes, é s fazer de cada parte e subtrair.

Sé fazer a férmula e correr para o abrago:

b
L =f ST+ P O]dx

A funcao inversa também pode aparecer né, algo do tipo x = g(y), ai a férmula fica
assim:

d
L= f J1+ 9’ OPdy

Muita coisa para estudar em pouco tempo?

No , vocé pode se aprofundar na matéria com explicacoes
simples e muito didaticas. Além disso, contamos com milhares de exercicios
resolvidos passo a passo para vocé praticar bastante e tirar todas as suas
duavidas.

Acesse ja: e junte-se a outros milhares de alunos!

Excelentes notas nas provas, galera :)
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